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ФОРМИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОГО МЫШЛЕНИЯ  
ОБУЧАЮЩИХСЯ 10-11 КЛАССОВ В ПРОЦЕССЕ РЕШЕНИЯ  
СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ЕГЭ 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пространственное мышление; стереометрия; ЕГЭ; единый государственный 
экзамен; проверка знаний; подготовка к экзаменам; контроль знаний; экзаменационные задачи; 
стереометрические задачи; решение задач; информационные технологии. 
АННОТАЦИЯ. В статье проанализированы причины невысоких результатов, показанных выпуск-
никами школ при решении стереометрических задач на профильном едином государственном эк-
замене по математике. Одной из основных причин неудач авторы считают низкий уровень про-
странственного мышления обучаемых. В подтверждение этого мнения проведено тестирование 
уровня пространственного мышления выпускников школ 2018 г. Дальнейший сравнительный ана-
лиз полученных данных с результатами исследования, выполненного в 2005 г. одним из авторов, 
продемонстрировал ухудшение значений всех его показателей. В статье рассмотрены основные 
факторы, влияющие на формирование пространственного мышления обучаемых при изучении 
школьного курса геометрии на примере раздела Перпендикулярность прямых и плоскостей. Об-
зор школьных учебников геометрии показал, что несоблюдение принципа варьирования суще-
ственных признаков создает предпосылки к тому, что ключевые понятия перпендикуляра, проек-
ции, угла между прямой и плоскостью не будут сформированы в достаточной степени. 
А проведенный эксперимент со студентами первого курса направления подготовки «Педагогиче-
ское образование: профиль Математика и информатика» подтвердил это положение. Для решения 
выявленных проблем авторами предложена серия задач ЕГЭ и предваряющие ее упражнения по 
формированию ключевых понятий стереометрии: проекция прямой на плоскость, перпендикуляр-
ность прямой и плоскости, угол между прямой и плоскостью. В работе на примере применения про-
граммы динамического моделирования Geogebra показано, как можно продемонстрировать гео-
метрический образ рассматриваемых понятий при различных положениях плоскости изображения. 
При решении предложенной серии задач используется геометрический подход, при этом выделя-
ются аспекты формирования пространственного мышления в той его части, которая связана с опе-
рированием трехмерными образами: изменением его положения и структуры. 
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ABSTRACT. The article analyzes the reasons for the low results shown by school graduates in solving ste-
reometric problems in the UST in mathematics. The authors consider the low level of spatial thinking of 
the trainees to be one of the main reasons for the failures. In support of this opinion, a test of the spatial 
thinking of high school graduates in 2018 was conducted. A further comparative analysis of the data ob-
tained with the results of a study carried out in 2005 by one of the authors demonstrated a deterioration in 
the values of all of its indicators. The article discusses the main factors influencing the formation of spatial 
thinking of students in the study of the school course of geometry on the example of the section Perpendic-
ularity of lines and planes. A review of school geometry textbooks showed that not adhering to the princi-
ple of varying essential features creates prerequisites to the fact that the key concepts of the perpendicular, 
the projection, the angle between the straight line and the plane will not be formed sufficiently. The exper-
iment conducted with first-year students of the “Pedagogical Education: Mathematics and Computer Sci-
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ence” profile confirmed this point. To solve the identified problems, the authors proposed a series of UST 
tasks and exercises to formulate the key concepts of stereometry: the projection of a straight line onto a 
plane, perpendicularity of a straight line and a plane, the angle between a straight line and a plane. In this 
paper, using the example of the application of the dynamic modeling program Geogebra, it is shown how it 
is possible to demonstrate the geometrical image of the concepts under consideration at different positions 
of the image plane. When solving the proposed series of tasks, the geometrical approach is used, while 
highlighting aspects of the formation of spatial thinking in the part that is associated with operating three-
dimensional images: changing its position and structure. 
Актуальность проблемы 
ост объема информации, радикаль-
ное изменение характера ее переда-
чи и восприятия, ограниченность времен-
ного ресурса процесса обучения не могут не 
влиять на требования к качеству любого 
уровня образования. Поиск новых приемов, 
форм и более эффективных средств обуче-
ния, современных методов оценивания 
знаний неразрывно связан с компьютери-
зацией всех элементов и этапов учебного 
процесса. Так, например, авторами в стать-
ях [2; 3] рассмотрено применение ИКТ в 
проектной деятельности при изучении сте-
реометрии. В данной статье проведено 
дальнейшее исследование возможностей 
применения ИКТ для развития простран-
ственного мышления обучаемых. 
«Наибольшие перспективы открывают-
ся в использовании информационных тех-
нологий при обучении геометрии для целей 
имитационного моделирования, которое 
создает условия для развития мышления» 
[15, с. 550], в частности, пространственного. 
Исследования, проведенные И. Я. Кап-
луновичем и И. С. Якиманской в 80-90 го-
дах, показали, что в мыслительной деятель-
ности обучающегося при создании динами-
ческого образа происходят более сложные 
процессы, чем при создании статического 
образа. Обсуждая вопросы формирования 
этого психического процесса, они отмечают, 
что школьное образование в должной мере с 
этой задачей не справляется [7; 8; 13]. Ни-
жеприведенные результаты (таблица 1) вы-
полнения контрольно-измерительных мате-
риалов по стереометрии за 2016 и 2017 гг. 
[11] косвенным образом показывают, что на 
данный момент этот вопрос остается по-
прежнему актуальным.  
 
Таблица 1 
Анализ результатов выполнения отдельных заданий по геометрии 
 
№ за-
дания 
КИМ 
Требования (умения), проверяемые заданиями 
% выполнения 
заданий 
ЕГЭ 
2016 
ЕГЭ 
2017 
№8 Решать простейшие стереометрические задачи 51,5 57,5 
№16 
Решать простейшие планиметрические задачи; моделиро-
вать реальные ситуации на языке геометрии, исследовать 
полученные модели; решать практические задачи, связан-
ные с нахождением геометрических величин 
0,31 1,4 
 
С целью выявления уровня простран-
ственного мышления у выпускников школ 
2018 г., поступивших в вузы Екатеринбурга на 
специальности математика, геофизика, фи-
лология, было организовано тестирование. 
Мы воспользовались тестом пространствен-
ного мышления (авторы — И. С. Якиманская, 
В. Г. Зархин, Н. Х. Кадаяс) [15]. Средний балл 
подсчитывался по каждой группе испытуе-
мых. Максимальный показатель составлял 30 
баллов. На рисунке 1 представлены итоги 
сравнительного анализа результатов исследо-
вания, выполненного одним из авторов в 
2005 г. (см. диссертация [9]), с результатами 
тестирования выпускников 2018 г. 
В таблице 2 дана краткая характери-
стика теста. 
Нами проведен дальнейший анализ 
выполненных работ с заданиями на: 
а) определение размеров фигуры и 
формы объекта; 
б) установление типов оперирования 
образами.  
Для этого вычислялся средний показа-
тель по субтесту. Максимальный суммар-
ный балл по субтесту равняется шести. На 
рисунке 2 представлены результаты теста 
студентов (150 человек) 1 курса 2005 и 2018 
годов обучения. 
Из рисунка 1 видно, что за указанный 
промежуток времени у всех участников ис-
следования произошло снижение средних 
показателей, то же происходит и по всем 
субтестам (рис. 2). 
Р 
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Рис. 1. Средние показатели выполнения студентами заданий ТПМ 
 
Таблица 2 
Структура теста пространственного мышления 
 
Процесс создания образа 
1 субтест работа с размерами объектов 
2 субтест работа с формой объекта 
Фиксация типов оперирования образом 
3 субтест мысленное видоизменение положения объекта 
4 субтест мысленное видоизменение структуры объекта 
5 субтест одновременное изменение пространственного положения и структуры образа 
 
 
. 
 
Рис. 2. Средние показатели по субтестам 
 
Вопрос изучения уровней простран-
ственного мышления и способов его разви-
тия является актуальными и за рубежом. 
Так, в работе [16] отмечается, что одной из 
самых важных когнитивных способностей в 
STEM (science, technology, engineering, and 
mathematics) образовании является про-
странственное мышление, однако понима-
ние того, как студенты используют эту спо-
собность на практике, в настоящее время, не 
достаточно изучено. В обзоре [17] рассмот-
рены подходы к моделированию связи меж-
ду пространственным и математическим 
мышлением в процессе их развития; наме-
чены виды исследований, которые могут по-
мочь понять механизмы связи простран-
ственного и математического мышления. 
Методический анализ 
Федеральный государственный образо-
вательный стандарт общего образования 
одной из основных целей изучения школь-
ного курса геометрии ставит формирование 
пространственного мышления [12]. По мне-
нию авторов, изучение таких ключевых по-
нятий стереометрии, как перпендикуляр-
ность, проекция, угол между прямой и 
плоскостью, не может не сказаться на его 
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формировании. Однако анализ школьных 
программ по геометрии показывает, что на 
их изучение отводится не более трех часов. 
При этом в учебниках по геометрии [4; 5] 
теоретический материал по указанным 
темам сопровождается однотипными ил-
люстрациями, в частности, построение 
проекции диагонали многогранника прак-
тически всегда выполняется на его нижнее 
основание. Обзор учебников [4; 5] пока-
зал, что из приведенных 18 проекций 
только одна была представлена на боковой 
грани. Всего в трех задачах (№ 225, 232, 
306) из учебника [4] предлагается отме-
тить проекцию прямой на боковую грань. 
Это является предпосылками к тому, что 
ключевые понятия перпендикуляра, про-
екции, угла между прямой и плоскостью 
не будут сформированы, поскольку не со-
блюдается принцип варьирования суще-
ственных признаков [9]. Проведенный 
эксперимент со студентами первого курса 
направления подготовки «Педагогическое 
образование: профиль Математика и ин-
форматика» (27 человек) показал, что 
только восемь человек применили ортого-
нальное проектирование на боковую 
грань. И этот выбор объясняется тем, что 
они не могут: 
а) правильно выбрать плоскость изоб-
ражения (направление ортогонального про-
ектирования); 
б) реализовать алгоритм проектирова-
ния при «нестандартном» расположении 
плоскости изображения; 
в) логически обосновать правильность 
изображения проекции. 
Однако использование программ ди-
намического моделирования (например 
Geogebra, Maple, Mathematica, Mathcad) на 
этих же уроках без особых временных за-
трат позволяет продемонстрировать гео-
метрический образ рассматриваемых по-
нятий при различных положениях плоско-
сти изображения. Например, при решении 
задачи «Найти углы, которые образует 
диагональ прямоугольного параллелепи-
педа со всеми боковыми гранями, если из-
вестны все три его измерения». Учитель 
демонстрирует проекцию диагонали AC1 
на основание ABCD (стандартное изобра-
жение, см. рис. 3а), показывает, что па-
раллелепипед A'B'C'D'A'1B'1C'1D'1 (рис. 3б) 
получен при повороте параллелепипеда 
ABCDA1B1C1D1 вокруг оси OO1 на угол в 90о 
по часовой стрелке. При этом он акценти-
рует внимание на том, что этапы построе-
ния проекции на боковую грань не отли-
чаются от этапов построения «стандарт-
ной проекции» на основание.  
 
а)  б) 
Рис. 3. Этапы построения проекций 
на боковые грани 
 
Рисунок 4 является продолжением 
предыдущих этапов и иллюстрирует три 
проекции указанной диагонали. 
 
 
Рис. 4. Изображение 3-х проекций 
диагонали AC1 
 
Изменение положения плоскости изоб-
ражения позволяет правильно выделить 
характеристические свойства понятия 
«проекция прямой на плоскость». Завер-
шаются эти три упражнения следующим те-
стовым заданием: В правильной треуголь-
ной пирамиде ABCD, у которой все ребра 
равны, укажите, какой из отрезков явля-
ется проекцией отрезка MB на боковую 
грань BDC, если M — середина AD, а 
DL=LH=HK=CK. а) BK; б) BH; в) BL; г) BD. 
И обратная задача: Проекцией какого из 
отрезков является отрезок BH? 
а) BM;б) AB;в) MH; г) AC. 
 
 
Рис. 5. Иллюстрация 
к тестовому заданию 
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В случае возникновения у обучаемых 
затруднений в решении тестовых заданий 
учитель рекомендует им мысленно повер-
нуть пирамиду на основание BDC. 
Такие упражнения способствуют фор-
мированию умения переструктурирования 
пространственного образа. Для более 
углубленного изучения предложенного ме-
тода ортогонального проектирования на 
боковые грани может быть рассмотрена 
следующая задача [1, с. 36]: «В правильной 
четырехугольной пирамиде FABCD найти 
угол между прямой AE и плоскостью FBC, 
где E — середина FD», решение которой, 
путем удвоения, сводится к предыдущей 
тестовой задаче (см. рис. 6). Пирамида 
F A B C D      является образом при парал-
лельном переносе пирамиды FABCD  на 
вектор AB . Угол между прямой AE и гра-
нью FBC совпадает с углом между AE   и 
гранью FBC. Таким образом, задача опира-
ется на решение приведенного выше те-
стового задания. 
 
 
 
Рис. 6. Удвоение пирамиды 
 
Ниже предложена серия задач формата 
ЕГЭ [6; 10], решение которых в открытом 
доступе в большинстве случаев выполнено с 
применением векторной алгебры. Сформи-
рованное понятие проекции и умение пере-
структурировать образ позволяет упростить 
решения этой серии задач. 
1. Основанием прямой треугольной 
призмы ABCA1B1C1 является прямоугольный 
треугольник ABC с прямым углом C. Грань 
ACC1A1 является квадратом 
а) докажите, что прямые CA1 и AB1 пер-
пендикулярны; 
б) найдите расстояние между прямыми 
CA1 и AB1, если AC=4, BC=7. 
 
 
Рис. 7. Иллюстрация к задаче №1 
Для доказательства перпендикулярно-
сти целесообразно выполнить проекцию 
AB1 на грань 
1 1ACC A  (рис. 7). 
2. Дана прямая призма ABCA1B1C1, ос-
нование которой — прямоугольный тре-
угольник ABC с прямым углом C и катетом 
BC, вдвое большим бокового ребра призмы. 
Точка M — середина ребра A1C1, точка N ле-
жит на ребре BC, причём : 1:3CN NB  . 
а) докажите, что MN⊥CB1; 
б) найдите угол прямой MN с плоско-
стью основания A1B1C1, если
1 : 1: 7AA AB  . 
 
 
 
Рис. 8. Иллюстрация к задаче № 2 
 
Для доказательства перпендикулярно-
сти целесообразно выполнить проекцию 
MN на грань 
1 1BCC B  (рис. 8). 
3. В правильной треугольной призме 
1 1 1ABCABC  
все ребра равны 2. Точка M — 
середина ребра 
1AA  
а) Докажите, что прямые MB и 
1BC
перпендикулярны; 
б) найдите расстояние между прямы-
ми MB и 
1BC . 
 
 
 
Рис. 9. Иллюстрация к задаче № 3 
 
Для доказательства перпендикулярно-
сти целесообразно выполнить проекцию 
CB1 на грань 
1 1ABB A  (рис. 9). 
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4. Дан прямоугольный параллелепипед 
ABCDA1B1C1D1, в котором 2AD  , 
1 4AA  , 
2 15AB  . Точка M — середина ребра C1D1, 
точка N лежит на ребре AA1, причём 3AN  . 
а) Докажите, что MN⊥CB1. 
б) Найдите угол между прямой MN и 
плоскостью грани BB1C1C. 
 
 
 
Рис. 10. Иллюстрация к задаче № 4 
 
Для доказательства перпендикулярно-
сти целесообразно выполнить проекцию 
MN на грань 
1 1BCC B  (рис. 10). 
5. В правильной треугольной призме 
ABCA1B1C1 сторона основания равна 12, 
а высота 3. Точка K — середина BC, точка L 
лежит на стороне A1B1 так, что В1L=5. Точка 
М — середина A1C1. Через точки K и L про-
ведена плоскость, параллельная прямой AC. 
        а) Доказать, что указанная выше плос-
кость перпендикулярна прямой MB. 
        б) Найти объем пирамиды с вершиной в 
точке В, основанием которой является сече-
ние призмы плоскостью. 
 
 
Рис. 11. Иллюстрация к задаче № 5 
 
Для доказательства перпендикулярно-
сти в пункте а) имеет смысл рассматривать 
проектирование MB на боковую грань 
1 1ABB A  или 1 1BCC B  (рис. 11). 
Заключение 
Предложенные авторами упражнения, 
тестовые задания, решение серии задач 
ЕГЭ и компьютерные средства способ-
ствуют более эффективному выделению 
характеристических свойств понятий: про-
екция, перпендикулярность, угол между 
прямой и плоскостью. В дальнейшем их 
использование расширяет класс задач, 
решаемых геометрическими методами, 
что способствует формированию про-
странственного мышления, таких важных 
составляющих его, как движение и изме-
нение структуры ментального образа. 
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